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RESUMO

Neste artigo apresentamos os estudos que vimos desenvolvendo em torno do ensino de Célculo
Diferencial e Integral (CDI), utilizando o software Maple, a partir da andlise institucional em
torno das Integrais Multiplas (IM) no curso de Licenciatura em Matematica da UESC como
instituicdo de referéncia, onde identificamos dificuldades que tém motivado a construgdo de
técnicas instrumentais, como o crivo-geométrico (HENRIQUES. 2006), na realizacdo das
tarefas provenientes da praxeologia das IM e suas aplica¢es nas instituicdes de Educacéo
Basica (IEBa). Buscamos respostas para 0s questionamentos: que conteddos das IEBa podem
ser trabalhados neste curso visando suas relagGes possiveis com as IM? Como essas relacfes
ocorrem? Como é que as tecnologias permitem instrumentalizar essas relacdes e com que
registros? Para respondermos a estas questdes, encontramos fundamentacdo na teoria de
Instrumentacdo de Rabardel (1992), referente a aprendizagem de ferramentas tecnoldgicas, na
teoria Antropoldgica do Didatico, proposta por Chevallard (1999) e nas nocdes de registro de
representacdo semidticas de Duval (1993).

Palavras-chave: Instituicdo de referéncia, Instituicdo de aplicacdo, Integrais Mdltiplas,
Registros. Software Maple.

INTRODUCAO

Como ¢é sabido, o Calculo Diferencial e Integral (CDI) é uma das matérias da area de Matemati-
ca presente em todos os cursos de Ciéncias Exatas, da Terra e de Engenharia, nas instituicdes de
ensino superior (IES), e estd decomposto em CDI I, CDI I, CDI Il e em al-gumas vezes até em
CDI 1V, caracterizando-se como dominio de conhecimentos imprescindi-veis na formacdo de
recursos humanos, nestes cursos. Nesta decomposicao, as Integrais Multi-plas (IM) encontram
um espago em CDI 11l ou CDI 1V, dependendo do projeto académico curri-cular de cada curso.
Constatamos diversas dificuldades dos estudantes na aprendizagem das IM, e principalmente na
aplicacdo ou utilizacdo dos conhecimentos inerentes. Analisar os fen6me-nos emergentes do
processo de ensino e aprendizagem deste dominio € um dos nossos interes-ses. Particularmente,
nos cursos de licenciatura em Matematica, muitos alunos tém-se pergun-tado: sendo futuro pro-
fissional que vai atuar nas Instituicdes da Educacdo Basica (IEBa), por qué tenho que estuar
Integrais Multiplas (IM)? Perguntas desse tipo podem ser respondidas pela necessidade do de-
senvolvimento de competéncias do futuro profissional e pela existéncia de re-lagdes entre os
contetidos das IM com os das IEBa. A intervencdo de tecnologias com uso de potencialidades
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de softwares matematicos, assim como a mobilizagdo de registros de represen-tagdo explicitos e
implicitos no ensino das IM exercem um papel fundamental nesta existéncia. Contudo, nos co-
locamos os seguintes questionamentos: Que contelidos das IEBa podem ser evocados na referi-
da relacdo com as IM? Como é que essas relagGes ocorrem? Que potencialidades tem a tecnolo-
gia do software como, por exemplo, o Maple, que facilite a com-preenséo destas relagdes? Para
respondermos a estas questfes apoiamo-nos na teoria de Ins-trumentacdo de Rabardel (1992),
na teoria Antropoldgica do Didatico de Chevallard (1999) e nas noc¢Bes de registro de represen-
tacdo semidticas de Duval (1993), que resumimos a seguir.

QUADRO TEORICO

Entendemos por quadro tedrico, como o referencial tedrico de base de uma pesquisa, escolhido
pelo pesquisador em funcéo da sua problematica, constituido, pelo menos, por uma teoria capaz
de fornecer ferramentas de analise aos estudos que se pretende desenvolver. Henriques, Attie,
Farias (2007) sublinham que:

As referéncias tedricas constituem ferramentas necessarias no desenvolvimento de
pesquisas, em particular, em didatica da matemética, com o objetivo de fundamentar,
compreender e interpretar os fendmenos do ensino e aprendizagem.

Assim, com o interesse de analisarmos os fendmenos emergentes do processo de ensino e
aprendizagem de CDI, em torno das IM e suas relagbes possiveis com os contedos matemati-
cos da Educacdo Basica, buscamos estudar as abordagens tedricas que nos permitem analisar
um dado objeto matematico em varios registros de representacdes. Fazemos assim, referéncia as
nog¢des de Registros de Representagdes Semidticas (RRS) que foram introduzidas em estudos do
funcionamento do pensamento (psicologia da aprendizagem). Essa abordagem tem nos
permitido descrever e relacionar, de forma explicita, as representacdes chamadas de gréaficas e
analiticas nos problemas de céalculo das IM. E, portanto, uma abordagem que fornece instru-
mentos importantes para interpretar as representacles e suas interacfes, tanto na tentativa de
controlar os objetos manipulados pelo Maple como pelo sujeito que utiliza o software. Porém,
essa abordagem ndo tem sido suficiente para respondermos as questfes que nos colocamos no
ambito institucional. Para essas questdes, encontramos apoio na Teoria Antropoldgica do
Didético (TAD). Por utilizarmos um ambiente computacional, como o Maple, 0s nossos estudos
tedricos tém-nos levado a considerar a dimensdo instrumental da aprendizagem em ambientes
computacionais. Ou seja, encontramos fundamentacdo em trabalhos de pesquisas em ergonomia
cognitiva, relativos a aprendizagem da utilizacdo de ferramentas tecnolégicas. Fazemos assim
referéncia a Teoria da Instrumentacdo (TI). As trés teorias constituem o quadro tedrico do
nosso estudo e se articulam naturalmente no desenvolvimento das nossas pesquisas. A
naturalidade é notavel no decorrer de uma analise institucional quando visamos o estudo das
relacdes institucionais a um instrumento.

Para explicitarmos essas relagdes, suponhamos que o objeto O, o )
qual Chevallard (1999) refere nas relacdes institucionais da TAD, I

seja 0 mesmo objeto que Rabardel (1995) faz referéncia nas situa- D
¢Oes de atividades instrumentais (SAI), e que o instrumento denotado

por i, seja oficialmente reconhecido pela instituicdo | onde vive o IZ&N
objeto O. Se o0 ensino, a aprendizagem de O e o instrumento i se

encontram em |, e neste encontro hd intencdes de | que se traduzem
por préaticas existentes na instituicdo, através de técnicas instrumen- ———
tais de i utilizadas para se trabalhar com O, entdo podemos falar da  Figura 1: Relacdes
relacdo institucional e pessoal com um instrumento i. A Figura 1  institucionais com um
esquematiza estas relacdes, levando em conta os trés termos primiti-  instrumento.

vos (I, O e X) considerados por Chevallard que interagem com o
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instrumento i, referido por Rabardel no modelo SAI, quando este se torna um instrumento da
instituicdo 1. Assim, Henriques (2006) escrever:

Um instrumento i existe oficialmente para uma instituicdo | se existem as relagBes da
instituicdo | com o instrumento i e da instituicio | com o objeto O, denotadas,
respectivamente por R(l,i) e R(1,0), que se traduzem por préticas existentes na instituig&o
quer sejam ou ndo por meio de técnicas instrumentais de i.

Assim, a luz da TAD e da TI, podemos falar da relacdo institucional com as Integrais Mdltiplas
utilizando o ambiente computacional Maple como um instrumento que denotamos por
R(l,i)eR(1,0), ou simplesmente R[I,(i,0)], assegurando assim a utilizacdo oficial de i nas
praticas desenvolvidas na relacdo R(X,0)* em torno de O, em . Estas praticas, em particular no
estudo das IM, passam necessariamente pela mobilizacdo e manipulacdo de registros de
representagdo semidticas, pois, como assegura Duval (1993), “na Matematica os objetos ndo sdo
acessiveis a ndo ser por meio de registros”. Nesses registros, enfatizamos a conversdo e a
coordenacdo entre eles no processo de calculo de integrais. A andlise institucional, como
metodologia de pesquisa, fornece ferramentas para identificarmos as condicdes e exigéncias que
determinam, numa instituicdo, as referidas praticas institucionais em torno de objetos de
estudos, como as IM, requeridos na formacéo de recursos humanos.

Analise Institucional

A nossa pesquisa foi norteada pela metodologia baseada na andlise institucional. Henrigues,
Nagamine e Nagamine (2012, p. 1268) definem uma anélise institucional, como:

Um estudo realizado em torno de elementos institucionais a partir de inquietagdes/questdes
levantadas pelo pesquisador no contexto institucional correspondente, permitindo iden-
tificar as condicdes e exigéncias que determinam, nessa instituicdo, as Relacdes Instituci-
onais e Pessoais a objetos do saber, em particular, 0s objetos matematicos, as organizacGes
ou praxeologias destes objetos que intervém no processo ensino/aprendizagem.

Pautados na nogdo de Noosfera, os autores defendem que uma instituicdo é constituida, pelo
menos, por um dos elementos do Quadro 1, e afirmam que “em geral, no desenvolvimento de
uma pesquisa em Educacdo, pensamos em uma instituicdo constituida, no minimo, por um des-
ses elementos. Mesmo que o pesquisador ndo explicite ou ndo use o termo instituicdo, seu traba-
lho esta sempre inserido em uma institui¢ao”.

Ministério da Educacao Politicos
Projeto académico curricular i i [ Administradores
Livros diddticos — 5 OO Tecnologias
Instituicao ) -
Professores — < Funcionérios
Alunos T ? Sociedade
A
Pais T r_ Entre outros

Quadro 1 - Elementos constituintes de uma institui¢do

A explicitacdo ou escolha de uma instituicdo, doravante chamada instituicdo de referéncia e/ou

! RelagBes pessoais de um individuo X com um objeto O da instituicdo que Chevallard denota por R(X,0).
Essa relagéo s6 pode ser estabelecida quando X entra na instituicdo | onde vive O, com certas finalidades,
como, por exemplo, realizar um determinado curso que reconhece esse objeto.
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de aplicacdo pelo pesquisador, deve conter, pelo menos, um destes elementos. Esta escolha
depende, essencialmente, dos objetos de estudos envolvidos na pesquisa, dos objetivos e da
problematica da investigacdo em funcdo das inquietacfes do pesquisador.

A Educac¢do Bésica (Figura 2), como um todo, por exemplo, é uma instituicdo; as suas partes
(primeiro segmento da educacdo, Ensino

Fundamental I, Ensino Fundamental 11, En-

sino Médio etc.) também o sdo, podendo &

ser caracterizadas como instituicGes de re- g ENSINO

®
A - . ~ ¥ GECTERIINS FUNDAMENTALI
feréncia e/ou de aplicagdo. O termo refe- ¢ W SN———

réncia é sugestivo, na medida em que

identifica o local institucional da realiza- A EDUCACAOBASICA

cdo/aplicacédo da pesquisa. Uma instituigéo SN —

do ensino superior (IES), por sua natureza, w 0%,
é uma instituicdo no contexto descrito aci- i, ’ &am:;%
ma. As suas partes, tais COMO 0S CUrSOS, %% Sl
também sdo instituicdes. Com efeito, pode- ENC $%50 0

mos falar sobre as (ielagées e o reconheci- % ﬁ@@ﬁﬁﬁnﬂﬁﬁ%\@ %Zf;&%\“

mento de objetos nas instituigBes, no con-

. Figura 2: Educacdo Basica e suas partes enquanto
texto descrito por Chevallard (1999). g ¢ P q

instituicoes

Uma instituicdo de referéncia é, portanto, a instituicdo na qual o Pesquisador identifica os ele-
mentos institucionais (Quadro 1) que pretende analisar. Se a pesquisa envolver um experimento
aplicado na instituicdo, entdo esta é também de aplicacdo. Contudo, o termo aplicacdo ndo se
restringe necessariamente aos experimentos aplicados no contexto de estudo de préaticas efetivas
dos estudantes, ou dos alunos em torno de objetos de saber numa instituicdo. Uma analise das
relagBes possiveis entre os contetidos/conhecimentos desenvolvidos em diferentes instituicdes,
por exemplo, também se enquadra nessa aplicacéo.

No presente artigo, consideramos duas instituicdes®: o curso de Licenciatura em Matemética da
UESC como instituicdo de referéncia e 0 2° Ano do Ensino Médio como instituicdo de apli-
cacdo. Nestas instituicdes analisdmos o Projeto Académico Curricular (PAC), o Projeto Politico
Pedagogico (PPP), os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), os Livros didaticos (LD) e a
Tecnologia (no caso o software Maple) como elementos institucionais. Em funcdo da
complexidade destes elementos, apresentamos neste artigo, as analises desenvolvidas em torno
dos dois ultimos elementos (LD e Tecnologia) em torno da praxeologia das IM.

Sublinhamos que a nocdo de relacdo institucional de uma instituicdo I com um objeto O,
R(1,0), esta ligada as atividades institucionais que sdo desenvolvidas em sala de aula. Esta
nocao €, de certo modo, caracterizada por diferentes tipos de tarefas que os estudantes ou alunos
devem efetuar e pelas razdes que justificam tais tarefas ou praticas sociais que funcionam numa
instituicdo em torno de O. Nesta 6tica, Chevallard (1992) propds a nogcdo de organizagdo
praxeoldgica, ou simplesmente praxeologia (como conceito chave ou modelo), para estudar as
praticas institucionais relativas a um objeto O e, em particular, as praticas sociais na matema-
tica. Este modelo é descrito pelas quatro nogdes seguintes:

o T representa um tipo de TAREFA identificada na organizagdo de um objeto O em I.
o T (Tau) representa uma técnicaou tipo de TECNICAS que permitem realizar a tarefa do tipo T.

2 Quando falamos de estudante, referimo-nos ao sujeito em formagd numa IES, enquanto que o aluno é o
sujeito em formacéo na IEBa.
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e 0 (Theta minGsculo) representa um discurso racional (TECNOLOGIA) que justifica que a técnica T
permite realizar a tarefa do tipo T.

¢ O (Theta mailsculo) representa a TEORIA que tem a funcéo de justificar e tornar compreensivel uma
tecnologia 0.

As quatro nogdes: tipo de tarefa [T], técnica [t], tecnologia [0] e teoria [@], descrevem uma
organizacdo praxeoldgica completa [ T/z/6/@], que se decompde, geralmente, em dois blocos no
processo ensino e aprendizagem (Figura 3), e permitem a modelacdo das praticas sociais em
geral e das atividades matematicas em particular.

Tipo de TAREFAS (T)
TECNICAS (%)
TECNOLOGIA (8)
TEORIA (@)

i7 Descricdo

RN

Organizag&o <

Praxeoldgica completa 3

. [TIdele)] Py

() E

g Decomposicao S

ﬁ 2

(@]
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Figura 3: Modelo Praxeolégico para anélise de agdo humana institucional

A nocdo de organizacgdo praxeoldgica e a nocédo de relagdo institucional proporcionam, a partir
de um estudo ecoldgico de saberes (que envolve a analise de livros didaticos e de programas de
disciplinas), ferramentas que permitem responder a questdes colocadas no contexto institucio-
nal. Assim, é importante analisar os documentos oficiais da institui¢cdo, como o PAC, o PPP, os
livros e os programas das disciplinas na instituicdo de referéncia. Tal analise deve ser alimen-
tada pela ecologia do saber, questionando sobre o lugar e a funcdo do objeto O, a fim de evi-
denciar o habitat e o nicho ecologico de O.

Na abordagem ecolégica de saberes (uma das vertentes da TAD), Chevallard (1992) define o
habitat como sendo o lugar de vida e o ambiente conceitual de um objeto do saber. Trata-se,
essencialmente, de objetos com os quais interage e também das situacBes de ensino em que
aparecem as manipulac@es e as experiéncias associadas. O autor define nicho ecolégico como o
lugar funcional ocupado pelo objeto do saber no sistema, ou praxeologia dos objetos, com o0s
quais interage nas instituicGes. No caso particular das IM, interessam-nos saber quais sdo 0s
habitats e nichos ocupados pelas IM na instituicdo de referéncia e suas relagdes possiveis na
instituicdo de aplicacdo? A analise institucional permite-nos responder este tipo de questdes.

Analise institucional em torno das integrais multiplas

A escolha que fizemos anteriormente est4 centrada na apresentacdo da analise praxeolégica das
IM na instituicdo de referéncia. A UESC enquanto IES oferece dois curriculos para a formacéo
em Matematica: Bacharelado e Licenciatura, ambas em vigor desde 1999. O curriculo de Li-



Anais do VI Coléquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica (VIHTEM)
15-19 de julho de 2013, UFSCar, Sao Carlos, SP, Brasil

cenciatura foi reformulado em 2006. Antes destes cursos, existiam os cursos de Ciéncias com
habilitacdes em: Biologia, Fisica, Matematica e Quimica. Os PAC dos cursos de Matematica
em vigor apresentam dois fluxogramas® distintos. Restringimo-nos aqui a0 PAC da Licenciatura
(instituicdo 1 de referéncia deste trabalho), onde encontramos as integrais como objetos de
estudo do Calculo Diferencial e Integral (CDI), ou simplesmente Calculo, dividido em trés dis-
ciplinas que apresentamos na Figura 4 com os respectivos resumos dos ementarios. Conforme o
fluxograma do curso, a primeira relacdo R(X,0) do estudante com esta matéria ocorre no se-
gundo semestre em |I.

CALCULO- 1 CALCULO-II CALCULO- I
. Funcgdes de uma variavel . Integrais definidas . Funcdes de varias variaveis
. Lirn_ites > .Aglicagﬁes d_e integrgis — | - Lim_ites. Contin_u_idade_s. )
. Derivadas . Métodos de integracéo . Derivadas parciais aplicacdes
. Integrais indefinidas . Integrais Impréprias . Integrais Multiplas (duplas e triples)
. Sequéncias numéricas . Célculo vetorial
. Séries numéricas

Figura 4 - Distribui¢do dos contetdos das disciplinas de Célculo.

Assim, o CDI esta presente nos dois primeiros anos do curso de Licenciatura em Matematica e
constitui o habitat das IM. O PAC deste curso revela que:

O Curso de Licenciatura em Matematica visa preparar o profissional que pretende dedicar-
-se a0 ensino de Matematica para atuar na Educacdo Béasica. Além de proporcionar essa
formacgéo, o graduando podera continuar o0s seus estudos em nivel de pds-graduacdo latu e
strictu sensu, em Matematica, Educacdo Matematica ou area a fins, 0 que lhe permitird
atuar também no magistério superior, bem como contribuir com a¢des de melhoria na sua
pratica pedagdgica no ensino fundamental e médio (PAC, p. 31).

Na preparacédo do profissional referido pelo PAC, as IM aparecem como um dos objetos institu-
cionais indispensavel. Assim, o estudante em busca da formacdo em Licenciatura em Matema-
tica na instituicdo, deve obrigatdria e oficialmente, passar pelo o ensino das IM em CDI. O
ensino de integrais encontra, portanto, um lugar natural na organizagdo matematica do CDI.
Constatamos que ap6s o estudo de fungbes de uma varidvel e de integral simples, chega- -se ao
estudo das funcdes de varias variaveis que, entre outros objetos, alimentam o estudo das IM.
Assim, podemos dizer que:

O primeiro nicho das Caracterizado como nicho estrutural, no sentido em que as IM vém completar um

Integrais Multiplas é o programa de estudo, reforcando uma coeréncia, seguindo um esque ma de dois segmen-

NICHO DA ANALISE tos (estudo de fungbes de uma variavel real e de funcGes de varias variaveis) e trés
MATEMATICA tempos (definicéo e limite de funcdes, calculo diferencial e calculo integral).

O segundo nicho das As integrais maltiplas servem o célculo de areas de superficies e de volumes de sdli-
Integrais Multiplas é o dos. Neste contexto, as IM alimentam-se via graficos ou superficies, das técnicas de
NICHO GEOMETRICO  fepresentagao destes objetos, sejam no ambiente papel/lapis ou computacional, bem

como do raciocinio geométrico, ocupando, por conseguinte, um nicho geométrico que
caracterizamos como nicho interpretativo.

O terceiro nicho das As integrais multiplas servem, também, para calcular massa, momentos de inércia e
Integrais Mdltiplas é o varias outras nocdes procedentes a Fisica. Encontramos aqui as aplicacdes das IM
NICHO Fisico ocupando um nicho fisico que caracterizamos como nicho aplicativo.

Figura 5 — Nichos identificados na praxeologia das Integrais Multiplas.

Neste artigo limitamo-nos ao estudo do segundo tipo de nicho das IM. Para compreendermos
melhor este nicho, analisémos a organizacdo praxeoldgica das IM proposta no livro que esco-
Ihemos na instituicdo de referéncia.

® Disponiveis no link http://www.uesc.br/colegiado_matematica/.
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Analise de livro didatico

Para realizarmos a analise do LD, utilizamos a estrutura organizacional do livro didatico (Figu-
ra 6) proposta por Henrigues, Nagamine, Nagamine (2012, p. 1272).

— Estrutura organizacional global do liviro diddtico — trata-se da organizacio que apresentamos numa tabela a partir
da identificaciio de todos os topicos ou assuntos por capitulos propostos no livio em questido, destacando a
quantidade de secdes e das paginas ocupadas por cada se¢io no livro.

Estrutura ovganizacional regional do livro didatico — refere-se & organizacdo que apresentamos numa
tabela a partir da identificacio das secdes, titulo das secdes que compdem um topico ou capitulo
destacado na organizacdo global do livro, revelando (se possivel) a quantidade de Definicdes,
Teoremas, Formulas, Exemplos (exercicios resolvidos)., Exercicios propostos (exercicios néo
resolvidos, encontrados geralmente no final da secio ou capitulo) e das paginas ocupadas pela secéo.

Estrutura organizacional lecal do livro diddtico — refere-se 4 organizacio que
apresentamos numa tabela a partir da identificacdo das subsecoes. titulo das
subsecdes que compdem um topico ou uma sessio destacada na organizagio
regional do livro, revelando (se possivel) a quantidade de Definicdes, Teoremas,
Formulas, Exemplos (exercicios resolvidos), Exercicios propostos (exercicios
nio resolvidos, encontrados geralmente no final da subsessdo, sessdo ou
capitulo), e das paginas ocupadas pela subsecio.

REGIONAL

LOCAL

Figura 6 — Estruturas organizacionais do livro didatico

Este modelo permite obter uma visdo geral dos objetos de estudos propostos no livro didatico
analisado. Os livros que nos referimos sdo elementos dos PAC mencionados anteriormente, e
sdo frequentemente adotados nesta instituicdo. Dentre eles, selecionamos os listados no Quadro
2 e concentramo-nos na andlise de um deles (SWOKOWSKI, 1994). Esta escolha justifica-se
pelo fato de ser o livro mais solicitado pelos estudantes na biblioteca da instituicdo de refe-
réncia. O Quadro 2 apresenta também as referéncias completas dos trés livros, onde P/n indica
o0 lugar ocupado pelas IM em cada livro, sendo P o nimero de paginas ocupadas pelas IM e n o
namero total de paginas do livro.

Referéncia do livro

Titulo, autor, « tradutor » edicao, editor, ano de edi¢édo P/n
Calculo com geometria analitica. SWOKOWSKI, Earl William. Tradugéo Alfredo Alves de Faria. 2% ed. Volume 100/763
2. S&o Paulo Makron Books, 1994.
O Célculo com Geometria Analitica. LEITHOLD, Louis. Volume |11, Editora: HARBRA Ltda, Séo Paulo, 1994. 109/760
Calculo. THOMAS, Jorge B. Jr. 11. ed. Americana. Sdo Paulo. Editora Pearson / Addison Wesley. 2009. 77/647

Quadro 2 - Alguns livros de célculo contendo integrais maltiplas.

Os modelos apresentados anteriormente (Figura 3 e Figura 5) serviram de base para a nossa
analise. Optamos por apresentar a estrutura organizacional regional do livro escolhido consi-
derando o habitat e o nicho conceitual das 1M, obtendo assim uma visdo geral dos objetos pro-
postos para 0 seu ensino. Em seguida, analisdmos em detalhe, secdo apos se¢do, a parte do cur-
S0 e a das tarefas propostas, as técnicas disponiveis para resolvé-las e as suas justificativas ted-
rico-tecnoldgicas, considerando, por conseguinte a estrutura organizacional local. O objetivo
é: evidenciar os tipos de tarefas (T) das IM propostos aos estudantes na instituicdo I; identificar
0s tipos de registros de representacdo predominantes nesta organizacdo; investigar como as tec-
nologias de ambientes computacionais de aprendizagem intervém no estudo das IM e identi-
ficar as relacdes possiveis dos objetos de estudo das IM com conteldos matematicos das IEBa.

Organizacdo regional do livro didatico
Esta organizacdo permite evidenciar os objetos de estudo tratados num determinado capitulo do

livro em analise. No caso em questdo, a Tabela 1 apresenta a organizacdo correspondente ao
capitulo 17 do livro de Swokowski (1994), que trata do estudo das IM (Duplas e Triplas). Cada
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secdo corresponde a uma estrutura organizacional local. Nela é notavel que os exercicios (Exo)
ndo resolvidos, que vém no final de cada secdo, estdo agrupados por pacotes (Pq) que denota-
mos por T[t;, t], com j <k; jke N”, e corresponde a um tipo de tarefa T proposto.

Tabela 1 - Estrutura organizacional regional (capitulo 17) do livro Swokowski

Secédo Titulo da secéo Def Teo Cor For Ex Exo Pg P

171 Integrais duplas 06 02 - - 07 54 09 1
17.2 Area e volume 02 02 - - 04 34 08 09
17.3 Integrais duplas em coord. Polares - 02 - 01 05 34 06 07
17.4 Avrea de uma superficie 01 - - 01 02 16 04 03
175 Integrais triplas 04 03 - - 07 36 09 11
17.6 Momentos e centros de massa 04 01 - - 07 32 10 08
17.7 Coordenadas cilindricas - 02 - - 06 40 05 08
17.8 Coordenadas esféricas - 02 - - 06 42 07 06
17.9 Mudanga de variaveis e jacobianos 02 02 01 01 06 38 08 12
17.10 Exercicios de revisdo 53 14 02
Total 17 16 01 03 50 378 78 77

Def = DefinicOes, Teo = Teoremas, Cor = Corlarios, For = Formulas, Ex = Exemplos, Exo = Exercicios, Pg = Pacotes, P=Pagina.

Em funcdo da amplitude especifica de cada sessdo, restringimo-nos a andlise local da secéo
17.1, apresentando porém os resultados globais da anélise regional deste capitulo.

Analise local do livro didatico: o caso das integrais duplas no livro de Swokowski

Como podemos observar na Tabela 2, o habitat das IM no livro de Swokowski é composto por
6 definicdes, 2 teoremas, 7 exemplos, 54 exercicios agrupados em 9 pacotes organizado em 11
paginas.

Tabela 2 - Estrutura organizacional local (capitulo 17, se¢do 17.1) do livro Swokowski

Secdo  Titulo da secéo Def Teo Cor For Ex Exo Pqg P
171 Integrais duplas 06 02 - - 07 54 09 11

Para introduzir o ensino de integrais duplas definidas em regides R do plano-xy, o autor faz uma
analogia formal com o estudo de integrais simples, considerando os quatro passosseguintes:

1. Particionar [a, b] escolhendo a =xy<Xx;<...<X,=bh.
. Para cada k, escolher um niimero w no subintervalo [X.1, Xi] -

2
3. Formar asoma de Riemann X f(w)AX, com AX = X, —Xy_1.
b
4. Se ||P|| € anorma da partig&io (0 maior Ax,), entéo [ f (x)dx = “(!hm > f (W) A -
a —0 k
Se f é ndo-negativa em [a, b], entdo a soma de Riemann do passo 3 é uma soma de éreas
de retngulos de alturas associadas ao valor funcional de wy no subintervalo [X.1, X]. Es-
sa soma tende para a drea da regido sob o grafico da f em [a, b].
(SWOKOWSKI, 1994, p. 460).

No caso das integrais duplas, o primeiro passo corresponde a particionar a regido R de integra-
¢do. Assim, referindo-se a um capitulo anterior (6.1) dessa obra, o autor limita-se a subdivisdo
da regido R num nimero finito de sub-regiGes, doravante denominadas regides do tipo R, ou Ry,
obtidas por meio de uma rede de retas paralelas aos eixos coordenados, descritas assim (SWO-
KOWSKI, 1994):

R, designa uma regido compreendida entre duas curvas de equagbes y=g;(x) e y=g,(x), tal
que g,(X)<g,(X) paratodo x em [a, b], onde a e b séo os extremos da abscissa do ponto (x,y)
da regido.
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R, designa uma regido compreendida entre duas curvas de equagdes x=h,(y) e x=h,(y), tal
que h,(y)<h,(y) paratodoy em [c, d], onde c e d sdo os extremos da ordenada do ponto (x.y)
daregido.

Estas descricOes revelam a presenca do registro na linguagem materna intercalada com registros
algébricos. Além destes registros, as descri¢des acima sdo acompanhadas de ilustracfes geomé-
tricas no registro grafico e que podemos representar analiticamente (cf. Quadro 3).

R ={(xY)eR*la<x<b,g,(0<y<g,()} R ={(xy)eR*[h(y)<x<h(y)c<y<d]

onde g; e g, sdo fungbes de uma varidvel con- onde x = h(y) e x=h,(y) sdo equacdes de

EQL:(&SS;? dcl)n;e(ravslr?ﬂxgrgg?egiis’ b] de variagdo curvas continuas no intervalo fechado [c, d] de
' : variacdo de y, sendo a e b nimeros reais.

Quadro 3 (a): regides do tipo R, Quadro 3. (b): regides do tipo R,

Na particdo da regido R, o conjunto de retangulos, ditos elementos de areas, interiores a R cons-
titui uma particdo interior P de R, que o autor denota por {Ry}. O comprimento da maior diago-
nal de todas as Ry, 0 autor chama de norma da particdo de R e denota por [IPll. Além disso, a
area de cada sub-regido R, é denotada por 4A,.

Com estas denotac@es, 0 autor apresenta formalmente o que é uma soma de Riemann de fungdes
de duas variaveis conforme a definicdo (17.1). O conceito de integral de uma fun¢do vai, por
conseguinte, confrontar-se com o da existéncia de soma de Riemann. Com efeito, as nocbes de
integrabilidade, suas condicfes e suas propriedades sdo inquestionaveis no sentido amplo de
funcBes. Questiona-se, contudo, sobre o limite da soma de Riemann quando a norma da parti-
cdo tende para 0. O autor admite que, se uma funcdo é continua na regido R, o limite existe e
recorda a definicdo classica em (g,8) (Epson e Delta) (definigdo 17.2). Em seguida, enuncia a
definicdo da integral dupla de f sobre R que reproduzimos como segue:

Seja f uma funcdo de duas variaweis definida em uma regido R. A integral dupla de f sobre
R, denotada por [[; f (x, y)dA é
I (x )= lim 3 (x,,y,)dA,

R
desde que o limite exista.

O autor admite que apenas as funcdes continuas sobre regides limitadas sdo utilizadas na organi-
zacdo matematica deste objeto do saber, sem a necessidade de verificar se sdo efetivamente. A
questdo da existéncia da integral é afastada totalmente do topos do Professor. Ela ndo é colocada
em cheque, nem nos exemplos e muito menos nas tarefas propostas. Além disso, a generali-
zacdo de integrais para dominios ilimitados ndo esté prevista na organizagao.

Apo6s a apresentacdo da definicdo formal, o autor estabelecer a relacdo entre o volume de um
solido e o célculo de uma integral dupla, enfatizando que “as somas de Riemann e a integral
dupla gozam de uma interpretagdo geométrica util”, limitando-se ao caso em que f é uma funcéo
continua e positiva em R. Para este caso, 0 autor denota por S o grafico de f e por Q o s6lido li-
mitado por S, pelo plano-xy e pela superficie cilindrica paralela ao eixo-z e de base R, conforme
ilustra a Figura 7 (Swokowski 1994, p. 463). Constatamos, ai, a existéncia de gréaficos de fun-
¢Oes de duas variaveis interagindo no espago com superficies de equagdes conhecidas, a fim de



Anais do VI Coléquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica (VIHTEM)
15-19 de julho de 2013, UFSCar, Sao Carlos, SP, Brasil

formar o contorno do sélido fechado Q*.

P z=Ff(x y Az
g™ B S=d 00 g *=/(5)
S 4 ")4»- oo }, - >
f ™\ i : < A
| g s ‘ .“‘_
‘ r
(2 B [= (e vy)
.. 8 |
P e . ‘ y -

" y
R X

<

2 R
P, (4, v, 0) R

Figura 7 - Figuras 17.4 e 17.5 em Swokowski (1994, p. 463)

O produto f(x, y«)AA, corresponde ao volume do prisma de base retangular de area AA, e de
altura f(x, y«) (Figura 7 a esquerda). A soma dos volumes de todos os prismas (Figura 7 a direi-
ta) é uma aproximacéo do volume de Q. Esta aproximacdo melhora quando [Pl tende para 0.
Logo, o volume V é definido pelo limite da soma de todos os produtos f(x,, Yi)AA, quando [|P]l
tende para 0. Assim, o autor fornece a seguinte definicdo em concordancia com a definicdo an-
terior (Swokoski, 19994, p.463).

Seja f uma funcéo continua de duas varidweis, tal que f(x, y)=0 para todo (x, y) em uma regi-
do R. O volume V do sélido compreendido entre o grafico de z =f(x,y) e acimade R é

v=/[; f (x, y)dA

Em seguida, encontramos a seguinte informagdo: “com excec¢ao de casos elementares, é virtual-
mente impossivel achar o valor de uma integral dupla /4 f (x, y)dA diretamente a partir da defi-
ni¢éo (17.3)”. Entretanto, se R € uma regido do tipo R, ou Ry, a integral dupla pode ser calcu-
lada por meio de duas integrais sucessivas. O autor comeca por considerar o caso mais simples,
em que R € um retdngulo, chegando a definicdo (17.6), que na realidade consiste no Teorema de
Fubini ndo enunciado como tal:

Def175 212 foxoy)dA= 2] 2 1 (x, y)ay Jax M
I T2 f0uy)am= 7] [ 1 y)axay @

O resultado é ilustrado com dois exemplos que vém “validar” o resultado precedente. Estes
exemplos apresentam, na verdade, a mesma integral, colocando-se em evidéncia a inversdo de
ordem de integracdo (Teorema de Fubini).

Encontramos ai a primeira técnica z de integracdo que denotamos por 71 e que permite realizar

um tipo de tarefa de integrais duplas, que denotamos por T1, correspondente ao género calcu-
lar, a saber:

Dada uma regido retangular R do plano xy e uma funcéo de duas variaweis, calcular
a integral dupla sobre R.

Este tipo de tarefa é realizado utilizando-se a técnica z1. Notar que, em geral, neste caso, o do-
minio de integracdo e a funcgdo a integrar sdo fornecidos. A acdo do estudante consiste apenas na
execucdo dos célculos, passando pela realizagcdo das seguintes subtarefas: escolher a ordem de

* Esta interag&o constitui um novo tipo de tarefa para o estudante, uma vez que no ensino que precede as IM
estuda-se uma funcéo em cada tarefa. Esta interagdo traz novas dificuldades ao estudante, uma vez que a
visualizagdo no espago tridimensional ndo é uma tarefa facil. Com efeito, muitos passam a se questionar, sendo
futuro Profissional da Educagéo Bésica por que tenho que estudar isso?

10
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integracdo, estabelecer a integral, calcular as primitivas, aplicar sucessivamente o Teorema
Fundamental do Calculo e realizar o calculo numérico. Contudo, as duas primeiras subtarefas
poderdo ndo fazer parte da tarefa do estudante. E o caso em que a T1 traz a representacéo algé-
brica do célculo da integral previamente estabelecia. Assim, o efeito topazio do estudante € re-
duzido num mimetismo sobre tarefas identificadas na praxeologia com técnicas colocadas em
evidéncia durante o Curso.

Um segundo tipo de tarefa, que denominamos por T2, demanda duas técnicas rde integracéo,
gue denotamos por 2 e 2, é do tipo:

Dada uma regido do tipo R, ou R,, ndo retangular, do plano xy e uma fung&o de duas
variaweis, calcular a integral dupla sobre R.

A primeira técnica 72 corresponde ao Teorema 17.8, cujo registro algébrico da integral é dado
por:

g F(x,y)dA = j:[ 001 (x, y)dy}dx @)
ou
g f(x y)dA =’ [ R4 (x, y)dx}dy @

onde R € uma regido do tipo R ou Ry e f € uma funcdo de duas variaveis e continua em R. O tipo
de tarefa que requer esta técnica exige mais do estudante na modelagem das situagdes do que o
primeiro tipo. Isto porque no primeiro caso a regido R é um retangulo e, por conseguinte, as
superficies emanadas das fronteiras de R sdo planas, enquanto que no segundo ndo sdo necessa-
riamente planas. Além disso, a possibilidade da inversdo da ordem de integracdo leva a conside-
racdo de uma segunda técnica #2°, favorecendo a realizacdo de tarefas do mesmo tipo T2. Esta
possibilidade, consequéncia do Teorema de Fubini.

Constatamos que T1 e T2 sdo dois tipos de tarefas sutilmente distintos. As técnicas associadas
ndo sdo completamente as mesmas. Com efeito, 0 Teorema de Fubini é sempre valido para T1,
mas nem sempre para T2. Basta considerar g;(x) = -x e go(X) = 4x-x%, V¥x e [0,5]. Neste caso, a
aplicagdo da técnica 2’ ndo € direta. Ela passa pela decomposicdo de R em sub-regides.

Os teoremas correspondentes as técnicas acima sdo apresentados no livro sem as respectivas
demonstracGes matematicas. O autor assegura-se que tais demonstracfes sdo objetos de estudo
de textos mais avangados.

Até ao momento, podemos afirmar que a tecnologia do célculo de integrais duplas em coorde-
nadas cartesianas, revela duas técnicas de referéncia z1, 72 e dois tipo de tarefas T1 e T2. Nes-
tas tarefas, observamos que a nogdo de simetria aparece em grande nimero, mas ndo é colocada
em evidéncia na organizacdo geral como meio de simplificar o calculo de integrais. Além dis-
S0, existe um interesse muito grande da parte do autor em abrir discussfes entre diferentes regis-
tros de representacdo, na medida em que quase todas as resolucdes de tarefas, apresentadas
como exemplos, sdo acompanhadas de um desenho. Além da prépria linguagem materna, cons-
tatdmos a abundancia de registros algébricos e analiticos. Contudo, estes Gltimos, em geral, ndo
aparecem de forma explicita no processo heuristico. Constatdmos também que a relacdo entre
equacOes das fronteiras das regides de integracdo e as superficies correspondentes ndo é eviden-
ciada.

De um modo geral, na organizacao praxeoldgica das IM, aparece com grande frequéncia um

11
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tipo de tarefa que alimenta o nicho predominante: o nicho geométrico. Trata-se de uma tarefa
emblemética:

Calcular o volume de um sélido delimitado por superficies de equagdes conhecidas.
ou

Calcular a integral da funcdo dada sobre a regido delimitada pelas curvas de equa-

¢Oes conhecidas.

Para este tipo de tarefa, a maioria dos problemas resolvidos vem acompanhada, no inicio da
resolucdo, por uma representacdo gréfica da funcdo efou de superficies das equacdes
fornecidas. Estas representacdes sdo feitas num ambiente computacional, sem que sejam
explicadas as maneiras como foram realizadas. Todavia, 0 autor espera um uso importante do
registro grafico na modelagem das Integrais Mdltiplas, caso contrario ndo recorreria tanto a
eles. Em cada situacdo ou tarefa, tais representacdes delimitam um espaco tridimensional, que
em alguns casos correspondem aos sélidos classicos propostos nas organizacfes praxeoldgicas
de Geometria Espacial (GEOESPACO) nas instituicdes da Educacdo Basica, em especial no 2°
ou 3° ano do Ensino Médio. Estas representacfes também surgem em disciplinas do fluxograma
da instituicho de referéncia, como Geometria Analitica, CDI IlI, Geometria Descritiva e
GEOESPACO.

Considerando a importancia significativa dada aos ambientes computacionais de aprendizagem
na organizacdo das IM, sem que seja evocada explicitamente, interessa-nos investigar suas
intervencdes efetivas, enquanto tecnologias no estudo das IM. Para isso, analisdmos o software
Maple assim como as representacles pertinentes, utilizando as técnicas instrumentais, como o
crivo-geométrico (HENRIQUES, 2006) na realizacdo dos tipos de tarefas destacadas acima e
suas aplicagcBes no 2° ano de Ensino Médio, enquanto instituicdo de aplicacdo. Mas, antes de
apresentarmos esta analise, convém obtermos uma visdo geral sobre o estudo de GEOESPACO
na instituicdo de aplicacéo.

Instituicdo de aplicacdo (2° ano de Ensino Médio)

Em funcéo da escolha que fizemos acima, consideramos nesta instituicdo, o livro didatico en-
quanto elemento institucional. Para isso, escolhemos o livro que apresentamos no Quadro 6,
utilizado numa escola desta instituicdo no Municipio de Itabuna — BA. O Quadro 3 traz também
a referéncia completa do livro, onde P/n representa o lugar ocupado pela GEOESPACO no li-
vro, sendo que P indica o nimero de paginas ocupadas pela GEOSPACO e n o nimero total de

paginas do livro.
Referéncia dolivro
Titulo, autor, « tradutor » edicao, editor, ano de edicédo
Matematica aula por aula: ensino médio / Claudio Xavier da Silva, Benigno Barreto Filho; llustradores Alexandre
Argozino Neto, Olavo Terénio. — S&o Paulo: FTD, 2005. Volume 2. Livro do Professor.

P/n

100/352

Quadro 3 — Referéncia do livro utilizado na instituicdo de aplicacdo

Por questdo de falta de espaco, no caso das IM, s6 apresentamos as estruturas regional e local.
Contudo, para a GEOESPACO, apresentamos a estrutura organizacional global e regional, mas
ndo a local. Denominaremos, doravante, o livro de referéncia por MATPROF_2°MEDIO.
Organizacao regional do livro didatico

MATPROF_2°MEDIO é um livro de Matemética para o Professor que apresenta a seguinte
estrutura organizacional global (Tabela 3).

12



Anais do VI Coléquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica (VIHTEM)
15-19 de julho de 2013, UFSCar, Sao Carlos, SP, Brasil

Tabela 3 - Estrutura organizacional global do livvo MATPROF_2°MEDIO

Capitulo  Titulo Secdes P
1 Progressdes 3 47
2 Retomando a Estatistica 3 20
3 Matriz 6 35
4 Determinantes 8 35
5 Sistemas lineares 5 26
6 Analise combinatoéria/Bindmio de Newton 9 36
7 Probabilidade 5 26
8 Geometria Espacial 11 109
Total

E notavel, nesta estrutura, a percentagem que a GEOESPACO ocupa no livro. Além disso, é
recorrente nos livros de Matematica das IEBa, este objeto de estudo aparecer no final da obra,
correndo o risco de ndo ser contemplado na prética anual do Professor por falta de tempo. Con-
tudo, esta discussdo foge ao foco do presente artigo.

Da organizacao global, destacamos que a GEOESPACO contém 11 secdes e 109 paginas, cuja
estrutura organizacional regional permite evidenciar os objetos de estudo conforme mostra a
Tabela 4.

Tabela 4 - Estrutura organizacional regional (capitulo 8) do livro MATPROF_2°MEDIO

Secéo Titulo da sec¢éo Exo P

Apresentacio - 03
8.1 Tépicos da geometria plana 53 20
8.2 Postulados 03 05
8.3 Posicdes relativas de duas retas no espago 05 06
8.4 Posicdes relativas de uma reta no plano 04 03
8.5 Posicdes relativas de dois planos no espago 06 03
8.6 Prismas 42 12
8.7 Piramides 34 10
8.8 Cilindros 22 08
8.9 Cones 14 12
8.10 Esfera 23 07
8.11 Poliedros 30 20
Total 236 109

Exo = Exercicios, P=Pagina.

Cada secdo tem uma estrutura organizacional local propria. Da mesma forma que na
organizacdo do livro de Swokowski (1994), a maioria dos exercicios (Exo0) que encontrdmos no
final de cada secdo, é agrupada em pacotes e corresponde a um tipo de tarefa T proposto ao
aluno. No livro do Professor, tais tarefas trazem as respostas. Em funcdo do espago que nos é
reservado para este artigo, ndo apresentamos aqui as analises locais de cada secdo. Contudo,
mais adiante, extrairemos uma tarefa proposta numa seg¢do a fim de ilustrar as relagdes
esperadas com as IM por mediacdo do software Maple.

Analise do Software Maple relativamente a representacéo de superficies 3D

A escolha da anlise e utilizacdo do software Maple (enquanto instrumento i) neste trabalho se
justifica pela existéncia de relacdes possiveis na instrumentalizacdo® do mesmo com o objeto O

® A instrumentalizag&o diz respeito & construcdo das relagdes [i-O]: o sijeito deve construir 0s esquemas, 0s
procedimentos e as operages necessarias para aimplementagdo do artefato.
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de estudo (Integrais Mdltiplas). Esta existéncia favorece a instrumentac&o® na relacdo do sujeito
S ou X da instituicdo com esse objeto O por mediacdo de i (Maple). Ou seja, é possivel a apren-
dizagem das ferramentas tecnolégicas do instrumento e a analise das relages notaveis no mode-
lo SAI [RABARDEL, (1995) & VERILLON, (1996)] em torno da praxeologia de O (IM) (cf.
Figura 8).

Instrumento

[8(1)-0]

Instrumentagdo
Instrumentalizagdo

[5-0]

Figura 8: Modelo SAI

Interagdo ou Relag&o do:
. Sujeito-Objeto [S-O]
. Sujeito e o Instrumento [S-i]
. Instrumento e 0 Objeto [i-O]
. Sujeito e Objeto, pela mediacéo do Instrumento [S(i)-O]

Este modelo ilustra a multiplicidade de relag6es que podem surgir quando um sujeito S interage
com o seu objeto O de estudo por mediacdo do instrumento i. Para a interagdo é necessario des-
tacar as potencialidades do software relativamente ao objeto O de estudo. Quais séo as potencia-
lidades e entraves do Maple relativas ao nicho geométrico?

Andlise das potencialidades e entraves do Maple relativos a representacéo grafica em 3D

Para analisar estas potencialidades, visando a instrumentacéo e a instrumentalizacéo, utilizamos
0 método de estudo de relacBes entre objetos nas praticas de ensino e aprendizagem (Lagrange,
2000). Trata-se de recensear 0s objetos ostensivos e ndo-ostensivos, relativos as praticas habi-
tuais no ambiente papel/lapis e das praticas realizaveis em ambiente computacional, destacando
as suas relacBes quando os dois ambientes se entrelagam nas praticas matemaéticas (relacdo
[S(i)-O]). No que diz respeitos aos entraves do Maple, consideramos a tipologia considerada
por Trouche (2000). Trata-se do estudo de entraves internos, de comandos e de organizacao.

Das andlises realizadas, obtivemos os seguintes resultados:

Comandos Potencialidades Técnicas Registros Entraves
> plot3d >Superposicao
> animate 3d Oito potencialidades b BB o .
> cylinderplot (sintaxes / esquemas de >AE/ra'E9 160 :g?g;:iac\)s lineares :rntiglﬁé?{loal
> Imp|ICItp|Ot3d utilizag&o) >Recuperacio
> display

%, %%, %%%

Quadro 4: Resultado do senso do software Maple sobre as representacdes gréaficas em 3D analisadas
Entre os comandos disponiveis, relativos & Representacdo Gréafica em 3D, destacamos as sinta-
xes dos comandos que apresentamos no Quadro 4. A analise detalhada destes comandos pode

® Ainstrumentacéio é dimens&o da Génese Instrumental que consiste na elaboracéo da relagéo [S-i]: O sujeito
atribui ao instrumento uma possibilidade de agir sobre o objeto O e constroi as propriedades funcionais que
permitem arealizagdo desta possibilidade de acéo.
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ser encontrada em Henrigques (2006), onde o autor identifica trés técnicas e oito potencialidades.
Trata-se, da génese instrumental de sintaxes dos comandos de utilizacdo. Os trabalhos possiveis
com estas potencialidades permitiram-nos destacar dois tipos de registros diferentes: a repre-
sentacdo linear [r1] das expressdes algébricas e a visualizagdo gréfica [r2] dos resultados obti-
dos pelo Maple.

IdentificAmos dois tipos de entraves:
e funcional [el], relativo a existéncia e a forma do comando plot3d (Quadro 4) segundo a sintaxe:

> plot3d(expref, vl=a..b, v2=c..d, <opc¢des>) (5)

onde expref é aexpressao da funcdo considerada, v1 e v2 sdo as varidweis da fungdo, com v1 va-
riando de a até b e v2 variando de c até d. Os elementos a, b, c e d ndo sdo necessariamente
constantes, porém pelo menos dois referentes a uma mesma variavel o sdo. Se todos forem cons-
tantes, entdo o grafico de f é visualizado sobre uma regiao retangular. Consequentemente, as su-
perficies emanadas das fronteiras da regido interceptando o gréafico de f sdo planas. Isso corres-
ponde a tarefa do tipo T1 destacada na analise do LD. No entanto, a sintaxe (5) ndo permite obter
todo tipo de solucéo que um sujeito é capaz de fornecer com base na praxeologia das IM. Ai esta
o0 entrave funcional.

e implicito [e2], ligado a existéncia e a forma do comando implicitplot3d (Quadro 4) segundo a
sintaxe:

> implicitplot3d(eq, vl=a..b, v2=c..d, v3=e..f, <op¢Oes>); (6)

onde eq é a equagdo da superficie considerada, v1, v2 e V3 séo as varidweis da equagdo, com V1,
v2 e v3 variando, respectivamente, de a até b, de c até d e de e até f. O entrave correspondente
esta associado a visualizagdo de sélidos, pois a sintaxe (6) ndo permite obter todo tipo de sélido
desejado pelo sujeito, por exemplo um cilindro fechado.

Dentre os comandos relativos ao calculo das IM, destacamos 0s seis essenciais, que apresenta-
mos no Quadro 5, com quatro potencialidades e duas técnicas analogas as da representacédo
gréfica.

Comandos Potencialidades Técnicas Registros Entraves
>int
> Int Quatro potencialidades
> Doubleint (Sintaxes associadas >Atribuicdo >Escritas lineares >Caixa Preta
> Tripleint aos esquemas de utili-  >Recuperacdo >Escritas Espaciais
> evalf zagao)
> value

Quadro 5: Resultados do senso do software Maple sobre célculo de IM analisadas

Identificamos também dois tipos de registros diferentes e um entrave que caracterizamos de
"caixa preta" associada a existéncia e formas de comandos de calculo de integrais iteradas.
Desta analise surge uma pergunta: que relacao existe entre os dois dominios (RG e o célculo das
IM)? Os estudos subsequentes permitem responder esta questéo.

Intervencéo do Maple no estudo das IM usando a técnica Crivo-Geométrico

Consideremos uma tarefa T do tipo emblemaético, extraida na praxeologia das IM do livro que
analisamos anteriormente, que traz o seguinte enunciado:

T: Calcular a integral da funcio f(x,y) =1+ x* + y? sobre a regido triangular definida
pelos pontos: (0,0); (0,1) e (}/,0).
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Esta tarefa € do tipo T2, uma vez que a regido R é um triangulo cuja a fronteira é constituida
pelas retas de equacdes X=0,y=0ey=1-2x. Estas equacOes correspondem as superficies

planas emanadas da fronteira de R, interceptando o grafico de f. Esta descricdo pode ser conver-
tida no registro grafico com a intervencdo do ambiente computacional Maple, na relacdo
[S(i),0], uma vez que este oferece possibilidades de estudo das interacfes entre 0 RG e as IM.
Isto é devido a estreita relagdo existente entre a Geometria e a Algebra, bem como & utilizagio
simples e l6gica das sintaxes dos comandos recenseados acima.

Inicialmente, obtivemos a visualizacdo grafica (r2) a partir das potencialidades do comando
plot3d, segundo a sintaxe de escritas lineares de superficies parametrizadas. Isto é:

>plot3d([u(vl,v2),v(vl,v2),w(v1,v2)], vl=a..b, v2=c..d, <opcdes>): @)

evitando assim os entraves funcional (5) e implicito (6). As instrucBes lineares de expressdes
instrumentais fornecidas ao Maple, utilizando a potencialidade (7), o comando display e as
técnicas de recuperacdo, retornam, no registro grafico, as superficies das referidas equacdes e
do grafico de f (cf. Figura 9).

(@) Os planos coordenados (b) O plano da equacdo y=1-2x (c) O paraboloide de equacdo z =1+ X2 + y2
plot3d([x,0,2],x=-1..1.5, z=0..5, color=cyan):

plot3d([0,y,z],y=-1..1.5, z=0..5, color=khaki): plot3d([x,y,1+x"2+y"2],x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5, color=cos(y)):
plot3d([x,y, 0],x=-1..1.5, y=0..15, col- plot3d([x,1-2x, z],x=0..0.5, z=0..5, color=blue): plot3d([x,y, 0],x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5, color=yellow):

or=yellow): display(%, %%,view=[-1..1,-1..1,0..2])

display(%, %%, %%%);

ng04Lase T Ealapg

Figura 9: Visualizacdo gréfica de superficies e de solido por Crivo-Geométrico

Utilizando novamente o comando display, a técnica de atribuicdo e as de recuperacdo é
possivel reunir (a), (b) e (c) num mesmo sistema de eixos coordenados (cf. Figura 10).

Instruc@es ou escritas lineares instrumentadas Interacéo das superficies no espago 3D

y0:=plot3d([x,0,z],x=-1..1.5, z=0..5, color=cyan):
x0:=plot3d([0,y,z],y=-1..1.5, z=0..5, color=khaki):
z0:=plot3d([x,y, 0],x=-1..1.5, y=-1..5, color=yellow):
plot3d([x,1-2x, z],x=0..0.5, z=0..5, color=blue):
plot3d([x,y,1+x"2+y"2],x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5, color=cos(y)):
display(y0,x0,20,%,% %, view=[-1..1,-1..1,0..2])

Figura 10: Visualizacao simultanea das superficies da T no mesmo sistema no cubo [-1,1]x[-1,1]x][0,2]

A principio esta visualizagdo convence o sujeito que as cinco superficies tém partes que delimi-
tam um sélido. Portanto, calcular o volume do sdlido é um problema pertinente. Assim, o calcu-
lo da integral requerida remete-se ao célculo do volume do s6lido, uma vez que a funcéo f as-
sume apenas valores positivos nesta regido. Mas, se queremos obter o sélido isolado, enquanto
objeto geométrico surge a dificuldade de conservar unicamente as partes das superficies que o
formam. Quais sdo as técnicas necessarias para se obter a visualizacdo de um sélido isolado?
Para Henriques (2006):
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O Maple ndo traca sélidos, mas sim as superficies que os delimitam. Além disso, néo
existem no Maple sintaxes 'prontas" que podem retornar este tipo de solidos, salvo o
desenvolvimento de “procedures” especificos, o que foge ao nosso propésito, pois ndo se
trata de uma pesquisa sobre programacéo.

Questionando-se como proceder para obter os sdlidos isolados tal como aparecem repentina-
mente nos livros didaticos, o autor conjectura que:

Para visualizar o sélido isolado é necessario, nas sintaxes de comandos do Maple, entrar
com o0s dados que permitem delimitar as partes das superficies que formam o contorno do
sélido da intersecdo. A determinacdo de tais dados é muito proxima do trabalho necessério
na pesquisa dos limites da integragdo. Assim, o trabalho necessario para obter uma RG de
um s6lido isolado com Maple é uma ajuda importante na modelizacdo de célculos de
Integrais Multiplas, em particular, no célculo de volumes. (Op. Citado, p. 214)

Essa ideia levou o autor a propor a técnica instrumental batizada de Crivo-Geométrico:

Conservacao Unica de partes de superficies reunidas que formam o contorno do sélido
enqguanto objeto geométrico fechado. (Op. Citado, p. 215)

O objetivo explicito desta técnica é obter uma visualizagdo do sélido isolado, doravante desig-
nado por Crivo, no registro gréfico, descrito por um namero finito superficies. Além disso, ela
tem uma importancia particular na conversao de registros e na consolidacdo da coordenacéo
entre o0s registros grafico, analitico e algébrico da integral.

A descricdo do crivo, na tarefa em questdo, permite obter as expressdes instrumentais que retor-
nam as partes das superficies (Figura 11) que formam o contorno do mesmo.

- : [
HJ ‘- . :1{

O o
— 0250 T T T
¢ 05 0z w4 06 0%

plot3d([x,0,2],x=0..0.5, plot3d([0,y,z],y=0..1, plot3d([x,y, 0],x=0..0.5, plot3d([x,1-2x, z],x=0..0.5, plot3d([x,y, 1+x"2+y"2] ,x=0..0.5,
7=0..1+x"2, color=cyan): 2=0..1+y"2, color=khaki): y=0..1-2*x, color=yellow): 7=0..1+X"2+(1-2*x)"2, color=blue): y=0..1-2*x, color=cos(y)):

Figura 11: Visualizacéo das partes de superficies da T que delimitam o s6lido crivado.
Utilizando o display e a técnica de recuperacédo, visualizamos o sélido crivado (Figura 12a).

(a) O sdlido Q isolado por crivo (b) A regido R, projecao de Q sobre o plano-xy
(i1) y0:=plot3d([x,0,2],x=0..0.5, z=0..1+x"2, color=cyan):
(i2) x0:=plot3d([0,y,z],y=0..1, z=0..1+y"2, color=khaki):
(i3) z0:=plot3d([x,y, 0],x=0..0.5, y=0..1-2*x, color=yellow): : x P H :
(i4) plot3d([x,1-2x, z],x=0..0.5, z=0..1+x"2+(1-2*x)"2, color=blue): MampUIagao direita do s6lido crivado
(i5) plot3d([x,y,1+x"2+y"2] ,x=0..0.5, y=0..1-2*x, color=cos(y)):
(i6) display(y0,x0,20,%, %%, view=[-1..1,-1..1,0..2])

2 ¥

0 02 04 06 08 1

8]
z 1 01
05 0z
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Figura 12: Solido crivado e sua proje¢éo no plano-xy

A partir das instrucdes (i1), (i2), ..., (i6) na descri¢do do crivo, é possivel notar que: 0<x<0.5;
0<y<1-2x ¢ 0<z<1+x*+y*. Assim, representamos o s6lido crivado analiticamente por:
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Q={(x,y,2) eR} 0<x<05 0<y<1-2x, 0<z<1+x*+Yy%} ®8)

Este registro analitico é, tradicionalmente, menosprezado na organizacao das IM, onde é mani-
pulado de forma implicita nas praticas institucionais realizadas nesta organiza¢do. Ora, com a
representagcdo Q disponivel, podemos estabelecer a integral:

Al

que corresponde ao calculo do volume do Crivo Q. Os célculos devem conduzir ao resultado

j;_zx A+x2+ y2)dy} dx )

VQ =% unidades de volume. E interessante sublinharmos aqui que, o trabalho realizado para a

obtenc¢do do Crivo e do seu volume, revela técnicas que podem ser utilizadas no célculo do vo-
lume de qualquer s6lido delimitado por superficies mesmo de equacdes conhecidas ndo conhe-
cidas, tal como previsto na praxeologia da GEOESPACO, como veremos a seguir.

GEOEPACO do MATPROF _2°MEDIO x INTEGRAIS MULTIPLAS

Considerdmos duas tarefas extraidas da organizagdo praxeoldgica de GEOESPACO. A primei-
ra da estrutura organizacional local (8.8) (Tabela 4), traz o seguinte enunciado:

Tc: Determine o volume de um cilindro cujo raio da base 2 cm e cuja a altura mede
7 cm. (MATPROF_2°MEDIO, p. 303, exercicio 134)

A tarefa T é equivalente as do tipo T2 destacada na praxeologia das IM. Pelas exigéncias insti-
tucionais e pelo contrato didatico, a sua realizagdo por um estudante passa pela aplicacdo da
técnica 72, uma vez que as bases (inferior e superior) do cilindro sdo discos circulares com fron-
teiras representadas pelas curvas de equacdes X%+ y2 = r02 , tomando o eixo dos z como eixo de
simetria do cilindro. Estas curvas podem ser parametrizadas por:

X =1, c0s(t), Y =rsen(t) (10)
Do mesmo modo que no caso de T1, esta descricdo pode ser convertida para o registro grafico
com a intervengdo do ambiente computacional Maple, na relacdo [S(i),0]. Ou seja, podemos

obter a visualizacdo do cilindro em questdo no registro grafico utilizando o comando plot3d,
segundo a sintaxe de escritas lineares de superficies parametrizadas (7).

(i1) plot3d([r.cos(t),r.sin(t),4], (i2) plot3d([r.cos(t),r.sin(t),r], (i3) plot3d([r.cos(t),r.sin(t),0], . 0 040/ 0L/
r=0..1, t=0.. 2.Fi, color=t); r=0..1, t=0.. 2.Pi, color=blue); r=0..1, t=0.. 2.Pi, color=r); (4) display (%%, 6%, 6%6%6)

[ o I

Figura 13: Representacéao do cilindro crivado
A partir das instrucdes (i1), (i2), ..., (i6) na descricdo do crivo, é possivel notar que: 0<r<ry;
0<60<2r e 0<z<h, ry=1 e h=4. Assim, representamos o s6lido crivado analiticamente por:
Q={(r.6,2)eR}0<r<r, 0<<2z, 0<z<h}.

(11)
Com a representacdo Q disponivel, podemos estabelecer a integral:

Iy"| o e a6 (12)

18



Anais do VI Coléquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica (VIHTEM)
15-19 de julho de 2013, UFSCar, Sao Carlos, SP, Brasil

que corresponde ao calculo do volume do Crivo Q. Os célculos devem conduzir ao resultado
VQ=7Z'r02h. Este resultado é encontrado na praxeologia de GEOESPACO de MATPROF

2°MEDIO quando o autor escreve:
O volume de um cilindro é determinado pelo produto da area da base pela medida
daaltura: V=A-h =V = ar-h, (MATPROF_2°MEDIO, p. 303, exercicio 300)

Para o aluno realizar a tarefa T é suficiente aplicar a férmula, ou seja, VQ =712°-1=28r .

Para concluir, consideramos uma outra tarefa proposta na estrutura organizacional local (8.6)
(Tabela 4), que traz o seguinte enunciado:

T,: O volume de ar contido em um galpdo com a forma e dimensdes dadas pela
figura abaixo é: (a) 288; (b) 384; (c) 480; (d)(360) e (e) 768. (MATPROF
2°MEDIO, p. 280, exercicio 76)

A tarefa T, esta relacionada as do tipo T1 destacados na praxeologia .
das IM. A sua realizacdo por um estudante (futuro profissional das /;/ /
IEBa) da instituicdo de referéncia I passa, portanto, pela aplicagdo da 1~ /
técnica 71. Notamos que o galpdo, tem a forma de uma casa com um ( is J// ”
teto de "duas aguas", onde a base tem comprimento 12 uc (unidades de il

comprimento) e largura 8uc. O ponto mais alto do teto esta a uma altu- - —

ra de 5 uc e 0 mais baixo a 3, em relacdo a base. Assim, considerando o plano yz como o de
simetria do galpdo, com uma das faces no plano y=0, e a base do galp&o sobre o plano xy, po-
demos destacar os seguintes pontos (4,0,3), (0,0,5). Dai ,temos a reta de equagio Z=-X/2+5 no
plano-xz. Com isso, temos que uma das “aguas do teto” corre sobre o plano de equacéo
2=-x/2+5 para ye[0,12]. Por conseguinte, a outra, corre sobre o plano simétrico a este em
relagdo ao plano-yz. Isto é: z=x/2+5. Além disso, destacamos 0s planos de equagles: x = 4,
X=-4 y=0ey=12 que representam as paredes e Z=0 o piso. Do mesmo modo que na tarefa

Tc, esta descricdo pode ser convertida para o registro grafico com a intervencdo do ambiente
computacional Maple, na relacdo [S(i),0]. Ou seja, podemos obter a visualiza¢do do galpdo em
guestdo no registro grafico utilizando o comando plot3d na sua sintaxe de superficies parame-
trizadas (7).

Figura 14: Representacdo do galpdo (casa) por crivo

A partir das instrucdes implementadas mediante a descricdo do crivo, destacamos as inequa-
cOes: 0<x<4; 0<y<12 ¢ 0<z<-X/2+5, r=1 e h=4, no primeiro quadrante. Com isto, repre-
sentamos o s6lido (galpdo) Crivado analiticamente por:

Q=Q,vQ,, onde
Q ={(x,y,2) R} 0<x<4, 0<y<12 0<z<-x/2+5} (13)
Q, ={(x,y,2) eR%| —4<x<0, 0<y<12, 0<z<x/2+5}.

Com a representacdo Q disponivel, podemos estabelecer a integral por simetria de Q:
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2 j;z[[; (~x/ 2+5)dx} dy ou jéz[j; (10— x)dx} dy (14)

que corresponde ao célculo do volume Crivo Q (galpdo). Os célculos devem conduzir ao resul-
tado VQ =384 . No livro do Professor a solucdo corresponde ao item (b). Para o aluno realizar a

tarefa T, € suficiente aplicar a formula do calculo do volume de um Prisma (area da base vezes
a altura).

Conclusao

O estudo das relacBes possiveis entre os contetdos/conhecimentos desenvolvidos em diferentes
instituicbes é uma préatica de fundamental importancia em pesquisas educacionais. Neste artigo,
considerdmos duas instituigdes: o curso de Licenciatura em Matematica da UESC, como
instituicdo de referéncia, e o 2° Ano do Ensino Médio, como instituicdo de aplicacao.
Buscadmos respostas para 0s questionamentos: que contetdos das IEBa podem ser trabalhados
neste curso visando as relagfes possiveis com as IM? Como essas relagdes ocorrem? Como é
que as tecnologias permitem instrumentalizar essas relacdes e com que registros? A andlise
institucional, restrita a analise de livros didaticos, permitiu responder a primeira questdo. A
ocorréncia das relagdes é notdvel no tipo de tarefas propostas nas praxeologias dos objetos de
estudos (IM e GEOESPACO) considerados, onde a intervencdo do software como Maple
potencializa as relacBes entre os registros de representacdes, em especial algébricos, analiticos e
graficos. Assim, julgamos essencial disseminar este tipo de analise na formacdo de futuros
Professores das instituicfes da Educagdo Basica em formacdo nas Licenciaturas em Matematica.
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